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1 はじめに

量子情報理論を理解する上で，量子 i.i.d. 状態に関する極限式は重要である。これまで，古

典情報理論において漸近性を扱うには数値的手法が活用されていたが，量子情報理論において

は実現可能で有効であると考えられていなかった。

テンソル積の既約分解という手法は林 [5]により初めて量子 i.i.d. 状態に適用され，長岡 [8]

により数値計算アルゴリズムが提案された。これにより，計算時間を大幅に削減できるように

なった。その後，長岡の指導のもとで，柿崎 [11]，堂嶋 [13]により研究された。

これらの研究を受けて，我々は，既知の量子仮説検定問題を題材として，大規模で高精度の

数値シミュレーションが可能であることを実証した [9, 12]。本研究の目的は，既知の問題を解

析し，未解決の問題の極限式予測に活用できるようにすることである。例えば，[9]では，中

心極限定理に関連した新しい予想を数値的に検証している。本稿では，既知の量子仮説検定問

題のシミュレーションについて速度と精度の面から改善を行った結果を実装に重点をおいて報

告する。

2 量子仮説検定

本節では量子仮説検定について必要最小限の事柄を述べる。まず，そのために必要な概念を

いくつか導入する。

行列 A(d× dサイズ)と B のテンソル積は

A⊗B :=

a11B · · · a1dB
...

. . .
...

ad1B · · · addB


と定義される。

密度行列とは正定値でトレースが 1 の行列のことである。密度行列は量子状態の一般の表

現と考えられている。ρ を量子状態としたときに，量子 i.i.d. (independent and identically

distributed)状態とは数学的には n次のテンソル積

ρ⊗n = ρ⊗ · · · ⊗ ρ︸ ︷︷ ︸
n

と定義され，物理的には独立に用意された n個の状態を意味している。ここで，nはテンソル

次数とよばれる。量子 i.i.d. 状態は古典確率論における独立同一分布に対応する。

以上で必要な概念の準備は整った。いま，2 × 2 サイズの密度行列（量子状態の行列表現）

ρ, σ が与えられているとし，真の量子状態に関する単純仮説 ρ⊗n v.s. σ⊗n についての以下の
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ような仮説検定問題を考える。実数 aに対して，次の量

βn(a) :=Tr[σ⊗n{ρ⊗n − enaσ⊗n > 0}] (1)

の振る舞いを調べる。ここで，エルミート行列 A に対して，{A > 0} は A の正固有値に

対応する固有空間の直和への射影を表す。すなわち，d 次元エルミート行列 A の固有値を

{λ1, . . . , λd} ,固有ベクトルを {ψ1, . . . , ψd} とし，

A =
d∑

i=1

λi ψiψ
∗
i (ここで，∗は共役転置を表す)

とスペクトル分解したときに，
{A > 0} :=

∑
i:λi>0

ψiψ
∗
i

と定義する。

(1)は量子 Neyman-Pearson検定 {ρ⊗n − enaσ⊗n > 0} の二つの誤り確率のうちの一つで
あり，σ⊗n が真のときに ρ⊗n を誤って真と判断する確率を意味する [8]。また，

rn(a) := − 1

n
log βn(a), (2)

r(a) := lim
n→∞

rn(a) (3)

とすると，量子 Hoeffdingの定理 [6, 7]より， 任意の a > −D(σ∥ρ) に対して，

r(a) = max
θ∈R

{θa− ψ(θ)} (4)

ここで，ψ(θ) = log Tr[ρθσ1−θ]

が成り立つ。(4)は Newton法などを用いることで求められ，計算する行列は 2× 2サイズな

ので計算時間はかからない。本稿の目的は十分大きな nについて十分な精度で数値的に βn(a)

と rn(a)を計算し，rn(a)が極限値 (4)に近づいていく様子を観察することである。

3 既約成分の計算アルゴリズム

次に，2× 2行列のテンソル積の既約成分の計算アルゴリズムを記述する。前節で定義した

量子 i.i.d. 状態 ρ⊗n のサイズは 2n になるため，この行列成分の計算は大変である。そこで，

次に導入するテンソル積の既約分解という方法を用いる。

任意の 2× 2 行列

A =

[
a11 a12
a21 a22

]
(5)

に対し適当な基底変換を施すことで，A⊗n は

⌊n/2⌋⊕
k=0

mk⊕
Ak (6)
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という形にブロック対角行列で表される [4]。各 Ak はテンソル積 A⊗n の既約成分と呼ばれ，

そのサイズは dimAk = n+ 1− 2k で， 重複度mk = nCk − nCk−1 回だけ現れる。ここで，

便宜的に nC−1 := 0とする。各 Ak の行列成分 [αij ] は

(a11y + a21z)
k−j(a12y + a22z)

j =
k∑

i=0

α0
ijy

k−izi (7)

と多項式の係数 [α0
ij ]を求め，

αij = (detA)
n−k
2

√
kCj√
kCi

α0
ij (8)

によって計算できる。ここで，肝要なことは既約分解 (6) に用いる基底変換が A の行列成分

によらないことである。よって，テンソル積の加算・減算は既約成分ごとに行える。また，後

でみるようにトレースをとるので，この基底変換は存在することは重要であるが具体的に求め

る必要はない。

このように，既約分解を用いることで，指数サイズであるテンソル積の行列成分の計算が多

項式オーダーで行える。

4 既約分解を用いた誤り確率の計算

本稿では，既約分解を用いた誤り確率の計算法を与える。

既約分解 (6)を用いることによって，誤り確率 βn(a)は

⌊n/2⌋∑
k=0

(nCk − nCk−1)Tr[σk{ρk − enaσk > 0}] (9)

と表される。ここで，{ρk}と {σk}はそれぞれ ρ⊗n と σ⊗n の既約成分である。

βn(a)の計算手順は以下のようになる。

1. (7)と (8)を用いて {ρk}と {σk}を計算する。
2. 各 k について，実対称行列 ρk − enaσk の固有値問題を解き，正固有値に対応する正規

直交化された固有ベクトルの集合 {vn,k,i}を求める。
3.

βn(a) =
∑
k

(nCk − nCk−1)
∑
i

v∗n,k,iσkvn,k,i

を求める。ここで，v∗n,k,i は vn,k,i の共役転置を表す。

2× 2サイズの２つの密度行列については，実対称行列に限って良いことが知られているの

で，実際の計算では ρ, σは実対称行列のみを用いる。したがって，固有値分解にも実対称行列

向けのルーチンを用いる。固有値ルーチンには以下のような要求がある。

(a) 全固有値，全固有ベクトルが必要である。
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(b) テンソル積 ρ⊗n, σ⊗n は指数的に減少する固有値を持つ。したがって，実対称行列

ρk − enaσk には絶対値の小さい正負の固有値があるが，固有値の正負が数値誤差によっ

て変わることがないように正確に求める必要がある。

(c) 計算時間が短くて済む。

Jacobi 法は (a),(b) を満たし，QR 法は (a),(c) を満たす [2, 3]。Jaocbi 法は現実的な時間

内で計算が終了しないので，我々は QR法を主に用い，(b)の精度の問題は多倍長化すること

で補うことにする。

7節では，ρ, σ を固定し，関数 βn(a)のグラフを描画する。なお，ρ⊗n と σ⊗n の既約成分

{ρk}と {σk}は全ての aについて共通なので，一度だけ計算すればよい。

5 計算機環境

使用した計算機環境は以下の通りである。

• 計算機 : スーパーコンピュータ 東京大学 HA8000 (AMD Opteron processor 8356) ，

Power Edge T410 (Intel Xeon)

• コンパイラ : Intel C++ compiler

• C++テンプレート線形代数ライブラリ : Eigen2[1]

• 多倍長演算ライブラリ : Exflib[10]

• 固有値分解に用いるライブラリ : LAPACK dsyev 関数 (倍精度・QR 法の場合) ，

Eigen2の固有値分解関数を改変 (多倍長・QR法の場合)

工夫した点としては，Eigen2に多倍長型を追加し，多倍長型を成分に持つ行列を扱えるよ

うにしたことがあげられる。これにより，倍精度に限らず多倍長も MATLAB などと同様に

行列演算を記述できる。また，倍精度・多倍長の切り替えも，行列クラス名の置換のみで済む。

なお，日立のコンパイラも試したかったが，ライブラリ Eigen2が対応していないようなので，

Intelのコンパイラを用いた。

6 並列化方法

本節では，並列化方法について記述する。

まず，異なる k について，既約成分 ρk および σk の行列成分の計算は互いに独立している

ので，自明な並列化が行える。さらに，各 aに対して，(9)において βn(a)の第 k項の計算は，

ρk − enaσk の固有値分解も含めて異なる k について並列化できる。各既約成分の格納には膨

大なメモリが必要で，データの送受信が少ないので，並列化には分散メモリ向けのMPIを用

いた。各プロセスのメモリ使用量・計算量ができるだけ均一にするため，担当する既約成分た

ちは巡回的に割り当てておく。また，各 aに対して担当する既約成分たちは固定する。

例として，テンソル次数 n = 100 の場合をとりあげる。このとき，既約成分の番号 k は

0, 1, · · · , ⌊n
2 ⌋ = 50 で，対応する既約成分の次元は 101, 99, . . . , 3, 1 となる。プロセス数が 4

の場合について，ρ⊗n と σ⊗n の既約成分の格納方式と計算結果の集約方法をそれぞれ図 1，図
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2に示す。計算した既約成分は倍精度型（または多倍長型）の行列に収める。サイズが違う既

約成分を添字つけて管理するために，「行列クラスへのポインタ」からなる配列を用いる。
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図 1 ρ⊗n と σ⊗n の既約成分の格納方式
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図 2 計算結果の集約方法
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7 シミュレーション結果

シミュレーションを行う際に使用する密度行列は

ρ = U(
π

6
)∗

[
0.75 0
0 0.25

]
U(
π

6
), σ =

[
0.9 0
0 0.1

]
(10)

とする。ここで，

U(θ) :=

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
(11)

である。つまり，ρにだけ回転をかけ，ρと σ を非可換にしているわけである。

まず，HA8000（128プロセス）を用いた Jacobi法・倍精度による誤りレート rn(a)の計算

結果を図 3に示す。
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図 3 rn(a)（Jacobi法，倍精度）と極限値 r(a)

テンソル次数 n = 500の時のグラフを Jacobi法の収束判定に用いる εを二通りに変えて描

いている。緑色のグラフは ε = 10−20 と甘く，青色のグラフは ε = 10−60 ときつくとった。

aが大きいところでは緑色のグラフは青色と重なって見えないが，aが小さいところでは，緑

色のグラフは極限値を下回る歪みが発生している。一方，青色のグラフは常に滑らかである。

rn(a)はテンソル次数 nの増加に伴って上から極限値 r(a)に近づいていくことが理論的にわ

かっているので，極限値 r(a)を下回っているのは数値誤差が原因である。したがって，数値

誤差の原因は εが甘いことが原因である。数値誤差なく計算するには，εをテンソル次数 nに

応じて変える必要がある。n = 600のグラフは n = 500のグラフよりも，わずかに極限値に

近づいている。n = 800の場合は ε = 10−150 ときつくとっているが，グラフが大幅に極限値

を下回っている。

以上の観察より，Jacobi法は計算時間・誤差の観点から見て，倍精度では n = 600程度が

限界であると思われる。Jacobi法を多倍長で行うと，大きな nでも正確な結果が出るが，収
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束に時間がかかるので用いない。また，全ての場合において，固有値分解の時間に比べて既約

成分の計算時間はほとんど無視できる程度であることに注意して欲しい。

次に，n = 300の場合を QR法を用いて倍精度と多倍長で計算した結果を図 4に掲げる。
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図 4 n = 300の場合の rn(a)（QR法，倍精度・多倍長）と極限値 r(a)

まず，逐次計算で行った LAPACK QR法による計算時間が非常に短いことがわかる。しか

し，LAPACK QR法では，aが大きいところで歪んで極限値を下回っている。一方，多倍長

40桁によるグラフは十分に滑らかで，極限値を下回っていない。したがって，LAPACK QR

法によるグラフの歪みは計算桁数の不足が原因であったことがわかる。

最後に，HA8000を用いて n = 1200の場合について計算した結果を図 5に示す。多倍長の

 0.26

 0.27

 0.28

���
��������� �
	
������

��	��

���
	����
��������������

ǫ = 10
−80

n = 1200

 0.23

 0.24

 0.25

 0.26

-1
/n

 lo
g(

2n
d 

er
ro

r)

��������������
���� ����	��

���

r
n
(a
),
r
(a
)

 0.21

 0.22

 0.23

 0.2  0.21  0.22  0.23  0.24  0.25  0.26  0.27

aa

図 5 n = 1200の場合の rn(a) （QR法，多倍長）と極限値 r(a)

桁数を大きくとることによって，極限値を下回らず滑らかなグラフが得られており，十分な精
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度が得られている。なお，計算時間の関係で，図 3，図 4よりも横軸は狭くなっている。

8 まとめ

既約分解を用いて，量子仮説検定を題材として量子 i.i.d. 状態のシミュレーションを行った。

実装にあたっては，並列化や多倍長演算を用いて高速化・高精度化を実現した。

今後の課題としては，数値誤差の詳細な考察や量子推定など他の問題への応用が挙げられ

る。また，固有値分解が計算時間の大半を占めるので，多倍長の固有値分解ルーチンの性能の

向上を目指したい。特に，ボトルネックになっている三重対角化の単体高速化・スレッド並列

化を行いたい。

また，n = 2000の場合について計算を試みたが，使用メモリが限度の 28GBを超えて強制

終了してしまうことがわかっている。そこで，既約成分の保存をやめる，または 1ノードあた

りの使用コア数を減らすといった対策が考えられる。しかし，既約成分の保存をやめる対策を

とると，各 a に対して既約成分の計算を行わなければならないので，既約成分の計算速度が

もっと速くなることが望ましい。
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