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1.  はじめに 

ガラス転移は様々なソフトマター系で普遍的に観察される現象であり[1–3]，過去数十年にわたりその転移

に関連した非自明な現象の数々が精力的な研究の対象とされてきた． ガラス転移・あるいはその結果得られ

るガラスについての理論的な理解の完成には未だ至っていないが，着実に理解の進展は得られている． たと

えば，2010 年代後半頃からガラスの普遍的特徴の一つとして限界安定性と呼ばれる性質が注目され始めた[4]． 

これは無限小の歪の下でも塑性変形（ミクロな構成粒子の相互作用ネットワークの非線形な組み換え）を起

こしうるというガラス系の特異な性質を指す． 特に，無限次元において厳密な理論となる平均場レプリカ理

論は非Debye則[5]やGardner転移[6–8]といった限界安定性に関連した様々な性質を予言する． 

レプリカ理論の第一の予言，非 Debye 則は振動状態密度の低周波極限に現れる特異性である． 結晶の振動

状態密度については Debye 則[9]によって理論的な理解が与えられているが，ガラス系を対象にした理論はい

まだ完成していない． レプリカ理論[5]によると，低周波極限においてガラス系はDebye則で記述される通常

のフォノンモードに加えて特殊なモードを持ち，それらのモードはフォノンとは異なる𝐷𝐷𝐷𝐷(𝜔𝜔𝜔𝜔) ∼ 𝜔𝜔𝜔𝜔2という冪

則に従うと予言されている． これを非 Debye 則と呼ぶ． 有限次元においては，これらのモードは局在化し

ており塑性変形の素過程に対応している[10]． つまり低周波域での冪則は熱力学極限では無限小のエネルギ

ー注入で励起される塑性変形モードが存在することを示唆する． 多くの数値的研究により実際に低周波極限

の振動状態密度の計測が行われ，多岐に渡る系で普遍的にこうした局在化した振動モードが非 Debye 則に従

うことが確認された[11–16]． 数値的に観測される冪則は𝐷𝐷𝐷𝐷(𝜔𝜔𝜔𝜔) ∼ 𝜔𝜔𝜔𝜔4であり，指数の値は一般的な理論的予

測が与える𝐷𝐷𝐷𝐷(𝜔𝜔𝜔𝜔) ∼ 𝜔𝜔𝜔𝜔2[5,17]とは乖離している（一部の理論では数値計算結果と整合的な冪則が得られる

[18,19]）が，冪則に従うという重要な定性的側面では一致しており，非 Debye 則の存在自体は確立された知

見となっている． また，せん断外場に対する応答を通じた直接の塑性変形の測定も行われており，塑性変形

を引き起こすのに必要な歪みの平均値⟨𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿⟩がシステムサイズ𝑁𝑁𝑁𝑁の冪的な減少関数として⟨𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿⟩ ∼ 𝑁𝑁𝑁𝑁−𝜒𝜒𝜒𝜒（指数𝜒𝜒𝜒𝜒
は𝜒𝜒𝜒𝜒 ≈ 2/3）のように振る舞うことも知られている[20,21]． 

レプリカ理論による二点目の予言は熱力学的な『相転移』に関係している． ガラス系がパラメータ空間中

で特定の境界を超えると，完全なレプリカ対称性の破れという現象を経て，ほとんど同じ構造が異なる準安

定状態を形成するようになる[8]（図 1）. 転移の結果現れたこの特別な限界安定ガラス相は通常の安定ガラ

ス相とは区別してGardner相と呼ばれる． Gardner相では無限小の擾乱の下で，ほぼ同じ構造を持った準安定 
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状態間の遷移が観察される． 自由エネルギー地形描

像では，各メタベイスン内での無限の階層性を持った

サブベイスンの出現としてこの転移を理解することが

できる（一般に通常のガラスが持つ準安定状態に対応

した谷底をメタベイスン，Gardner 相で現れる準安定

状態に対応したものをサブベイスンと区別する：図

1）． Gardner 相を検出するには臨界的な性質，つま

り適切に定義された相関長や感受率の発散が重要な要

素である． いくつかの研究で，有限次元の剛体球系

でも実際にそうした性質の測定に成功し，Gardner 相

の存在が確認された[22,23]． しかし，Gardner 相に対

応したパラメータ空間へのアクセスは一般には困難で

あり，これまでに Lennard-Jones 系などの代表的なガ

ラス形成系で有限次元において Gardner 相の明確な検

出に成功した例はない[24–26]． そのため，普遍性が

確立された非 Debye則とは対照的に，Gardner相の普遍

性についてはいまだ結論は与えられていない[27]（低次元では転移がクロスオーバーになるが Gardner的な性

質が普遍的に観察されうるという学説も近年提案された[28,29]）. 

本研究ではせん断外場下でガラス系が示す臨界的挙動と Gardner 相との定性的な類似性を調べた． 上述の

通り限界安定性には異なる側面が存在するが，無限次元の平均場理論の予言とは異なり，有限次元系ではこ

れら異なる側面の一部のみが観察される状況が多く存在する． 本研究では，異なる側面がいずれも塑性変形

で特徴づけられる点に注目し，塑性変形が示す特性の観点から限界安定性を再考する． 本紙では主結果に関

連した事項のみを簡単にまとめるが，限界安定性の様々な側面についてこの他にも多岐に渡る研究がなされ

てきている． それらと本研究の結果との関連については文献[30]で網羅的に議論している． 

 

2. 数値計算 

2.1 モデルガラス系 

本研究では文献[21,31]と同じ，Lennard-Jones ガラス系を扱う． 計算負荷軽減の観点からポテンシャルに

は有限のカットオフ長も導入した． 詳細な説明やパラメータ設定は文献[21]に譲るが，カットオフ距離にお

いてポテンシャルと力が滑らかにゼロになるように設定した． 本研究で扱うゼロ温度系ではカットオフ距離

で不連続性が存在するとアーティファクトが現れるためである[13]． また，結晶化を防ぐために異なる粒径

を持った二成分の混合系を扱った． 系の密度はガラス的な動力学が観察されるよう十分高密度の値を設定し

た． 初期粒子配置は無限大温度に対応したランダム配置から，無限大の冷却速度に対応するポテンシャルエ

ネルギー最小化により生成した．物理量はすべてミクロなエネルギー単位（ポテンシャルの強さを決定する

パラメータ）と平均粒径で無次元化した（本研究では以下に説明する通り準静的過程を扱うため時間の概念

が存在せず，2つの単位のみですべて無次元化できる）． 

 

図 1. 自由エネルギー地形上での Gardner転移の概

念図． 縦軸は自由エネルギー，横軸は粒子配置を

表す． Gardner 転移前は自由エネルギー地形がメ

タベイスンのみで構成されるが，転移後は各メタ

ベイスン内に無限の階層性を持ったサブベイスン

が現れる． 
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2.2 準静的せん断外場 

以下では熱ゆらぎの存在しない（ゼロ温度）

状況で速度ゼロでせん断歪みを印加する，いわ

ゆるathermal quasistatic (AQS)せん断プロトコル

[32]下での系の応答を調べる． 速度ゼロの準静

的プロセスは微小なせん断歪み𝛥𝛥𝛥𝛥𝛿𝛿𝛿𝛿(≤ 5 × 10−6)
の印加と系の全ポテンシャルエネルギーの最小

化の繰り返しにより実装される． エネルギー最

小化過程には FIRE アルゴリズム[33]を採用した． 

Lees-Edwards の周期境界条件[34]の下の二次元系

を扱う． 

せん断外場を印加されたガラス系は塑性変形，

つまり構成粒子の非線形な配置換えを起こす． 

特に，AQS せん断下の塑性変形はポテンシャルエ

ネルギー描像ではサブベイスン間（あるいは稀

にはメタベイスン間）の状態遷移と捉えられる． 

本研究ではこうした描像に則り，AQS せん断下の

塑性変形を介してポテンシャルエネルギー地形

の幾何学的情報を調べる． せん断の印加ととも

に系の応力やポテンシャルエネルギーは単調に増加していくが，塑性変形発生時にはこれらの物理量が不連

続に低下する（図 2）．そのため，塑性変形の発生はこうした応力降下等で検出することができる． 本研究

では図 2のような巻き戻し法を用い，こうした塑性変形の測定を行った． この方法によって，異なるサブベ

イスン（つまり状態）に対応した安定配置を歪み𝛿𝛿𝛿𝛿𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶𝐶に対応した完全に同一の境界条件の下で比較することが

できる． 

2.3 状態間の平均相対二乗変位 

本研究の目的はポテンシャルエネルギー地形が Gardner相のような階層性を有するか否かを AQSせん断下の

塑性変形を介して間接的に定量化・検証することにある． Gardner 相を特徴づけるための『秩序変数』とし

ては，同一条件下で得られる異なる粒子配置（レプリカ）間のオーバーラップ（やその確率分布）が用いら

れる[35]． 異なる粒子配置間のオーバーラップの定量化指標は複数提案されているが，本研究ではパラメー

タの導入なしに測定可能な平均相対二乗変位𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ≡
1
𝑁𝑁𝑁𝑁
∑ �𝐫𝐫𝐫𝐫𝐶𝐶𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐫𝐫𝐫𝐫𝐶𝐶𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴�

2𝑁𝑁𝑁𝑁
𝐶𝐶𝐶𝐶 を採用する． ここで𝐫𝐫𝐫𝐫𝐶𝐶𝐶𝐶𝑠𝑠𝑠𝑠は配置𝑠𝑠𝑠𝑠 ∈ 𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐵𝐵𝐵𝐵

中の粒子𝑖𝑖𝑖𝑖の位置を表し，A および B は図 2 に示したとおり塑性変形前後の状態を指す． レプリカ理論

[7,24,35]によると，Gardner 相では臨界的な挙動が観察される． つまり，秩序変数であるオーバーラップに

関して適切に定義された感受率がシステムサイズの冪関数として発散されることが期待される． 以下，2 つ

の状況でこうした性質の有無を確認する． 

結果に移る前に本研究で採用した平均相対二乗変位𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴について 1 点注意を述べる． 𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴はレプリカ液体

論で用いられるレプリカ間の相対平均二乗変位（以下では𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
replicaと呼ぶ）と似てはいるが完全に同一の量で 

 

図2. 応力歪み曲線上での巻き戻し法の概念図． 黒線

で示した過程は通常のせん断印加過程であり，赤色が

巻き戻し過程を示す． 灰色は塑性変形による遷移過

程を示す（この図では i番目の塑性変形を仮定してい

る）． 塑性変形は臨界歪みγ_Ci で発生する． 塑性

変形前後の状態は A，Bによって表した． インセット

は各状況に対応するポテンシャルエネルギー地形上の

ポンチ絵を示す． 本図は英国王立化学会の許可を得

て文献[30]から一部変更した上で引用した． 
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はない． 我々の定義𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴ではメタベイスン間の jumpも含まれてしまう可能性があるが，レプリカ液体論では

単一メタベイスン内の dynamics に議論を限定している（state-following 解析）． そのため，これら 2 つの

平均相対二乗変位の間には概ね𝛥𝛥𝛥𝛥AB ≥ 𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
replicaという関係が期待される． つまり，𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴

replicaが Gardner 相に期

待される臨界性に対応した system-spanningな性質を示すためには本研究で扱う𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴が system-spanningである

ことが必要条件となる． 

 

3. 結果：臨界的性質の発現 

以下では 2 種類のアンサンブルを考え，両者の結果の違いから限界安定性についての考察を行う． 1 つ目

のアンサンブルは複数のサンプルを用意し，それぞれにせん断外場を印加し始めて最初に観測される塑性変

形のみを集めたアンサンブルである． こうした第一塑性変形は最も強く擾乱なしの静止状態の特性を反映し

ているため，以下ではこれを静止状態アンサンブルと呼ぶ． 異なるシステムサイズ𝑁𝑁𝑁𝑁 =
512,2048,8192,32768,131072を扱い，各𝑁𝑁𝑁𝑁に対して 4000の独立したサンプルを用意し，それぞれにおいて

第一塑性変形による状態遷移過程の平均相対二乗変位𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴を測定した． こうした静止状態アンサンブルはい

わゆるアバランチ臨界性は示さないことが知られている[20,21]. 

2 つ目のアンサンブルでは定常せん断を印加した際に実現される定常状態での塑性変形を対象にする． 𝛿𝛿𝛿𝛿
を系に印加された歪みとして，LJ ガラス系においてマクロな降伏転移は𝛿𝛿𝛿𝛿 ≈ 0.1程度で起こる[36]． そこで，

本研究では𝛿𝛿𝛿𝛿 > 0.25を定常状態とみなし，この条件下で発生する塑性変形を各システムサイズ（𝑁𝑁𝑁𝑁 =
512,2048,8192,32768）で 5000 イベント測定した． 以下このアンサンブルを定常状態アンサンブルと呼ぶ． 

静止状態アンサンブルと異なり，定常状態アンサンブルはシステムスパンしたアバランチも含むことが知ら

れている[21]． つまり，定常状態アンサンブルはアバランチ臨界性を示す． 図 3(c)にシステムスパンした

アバランチの例として最大の平均相対二乗変位𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴が観測されたイベントにより誘起された変位場を可視化 

 

図 3. 塑性変形イベントにより誘起された変位場の可視化．(a) 静止状態アンサンブルのうち，単独の塑性

変形素過程だけが励起されたイベントによる変位場．(b) 静止状態アンサンブルのうち$\Delta_{AB}$が最

大だったイベントによる変位場．(c) 定常状態アンサンブルのうち$\Delta_{AB}$が最大だったイベントに

よる変位場．いずれもシステムサイズが$N=8192$の系の結果．矢印が各粒子の変位ベクトルを示しており，

矢印の大きさは各イベントごとに視認性を確保できるよう異なる値で規格化されている．文献[21]の定義

に従って，mobile paritclesのみを色付けしている．白線で囲まれたオリジナルの数値計算ドメインの周囲

に，周期境界条件によるコピーセルも可視化している．本図は英国王立化学会の許可を得て文献[30]から

引用した． 
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した（参考として図 3(a,b)に静止状態アンサンブ

ルのうち単一の塑性変形素過程のみが励起され

たイベントと最大の𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴を示したイベント中の変

位場を可視化した）． 

Gardner 相に期待される臨界的挙動の定量化指

標の一つとして，平均相対二乗変位のゆらぎの

測定を行う． 文献[24]に従い，以下の式で表さ

れる非平衡感受率 

𝜒𝜒𝜒𝜒AB = 𝑁𝑁𝑁𝑁
⟨𝛥𝛥𝛥𝛥AB

2 ⟩ − ⟨𝛥𝛥𝛥𝛥AB⟩2

⟨𝛥𝛥𝛥𝛥AB
𝐶𝐶𝐶𝐶 2⟩ − ⟨𝛥𝛥𝛥𝛥AB

𝐶𝐶𝐶𝐶 ⟩2
, 

を用いた． ここで⟨𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴⟩は異なる塑性変形イベン

トについてアンサンブル平均した平均相対二乗

変位であり，⟨𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐶𝐶𝐶𝐶 ⟩ = 1
𝑁𝑁𝑁𝑁
∑ ⟨𝑁𝑁𝑁𝑁𝐶𝐶𝐶𝐶 �𝐫𝐫𝐫𝐫𝐶𝐶𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴 − 𝐫𝐫𝐫𝐫𝐶𝐶𝐶𝐶𝐴𝐴𝐴𝐴�

2⟩はその

一粒子版を意味する． この感受率は集団と一粒

子各レベルでの構造変化度合いの比に対応し，

協調的に運動する領域の大きさの見積もりを与

える． 

静止状態・定常状態両アンサンブルの結果を図 4 に示した． この図では感受率𝜒𝜒𝜒𝜒ABをシステムサイズ𝑁𝑁𝑁𝑁の
関数としてプロットしている． 静止状態アンサンブルでは𝑁𝑁𝑁𝑁の増加とともに𝜒𝜒𝜒𝜒ABが対数発散していることが

わかる（対数的挙動はインセットの片対数プロット上での直線的振る舞いからわかる）． この発散は塑性歪

み場が2次元系で有する長距離相関に起因し[37]，臨界的なシステムスパンした性質が存在しないことを示 

す． 実際，静止状態アンサンブル中で最大の𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴を示すイベントで誘起される変位場をプロットしてみても，

系全体に伝達してはいないことがわかる（図 3 (b)：ここではコンパクトなアバランチは形成されており，

図 3 (a)で示した単独の塑性変形素過程が励起された場合の変位場とは定性的に異なる）． つまり，静止状

態サンプルは Gardner 相とは定性的に異なる性質を持つ． 文献[24–26]では有限次元の非剛体球系の静止状態

において Gardner 相の存在については否定的な報告がなされており，我々の結果はこれらと整合的と言える． 

一方，定常状態アンサンブルの結果は非自明な冪的発散を示した（図 4 メインパネルの両対数プロット上

の直線的振る舞いからわかる）． これはせん断誘起 avalanche 臨界性（降伏臨界性）[20,21]に対応しており，

定常状態において塑性変形素過程が連鎖的に発生しシステムスパンしたアバランチを形成することに起因す

る（図 3 (c)に示した最大𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴イベントの可視化結果参照）． こうした感受率の発散はまさに Gardner相にお

いて期待される性質である[7,22,24]． 

以上の結果は限界安定性についての重要な示唆を与える． 1 章で紹介したとおり，限界安定性には異なる

側面が存在する：ひとつは無限小のひずみの下でも塑性変形を示すというものであり，もう一つは感受率の

発散など，Gardner 転移に関連した臨界的な性質である． 文献[20,21,38]で報告されている通り，塑性変形を

誘起するのに必要なひずみの平均値⟨𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿⟩のシステムサイズ𝑁𝑁𝑁𝑁依存性は静止状態・定常状態両アンサンブルに 

 

図 4. 感受率χ_AB をシステムサイズ N の関数として

示した両対数プロット． ●印は定常状態アンサンブ

ル，▲印は静止状態アンサンブルの結果を示す． イ

ンセットは縦軸を線形軸にした片対数プロット． 図

中の線は観測結果に対する冪関数および対数関数によ

るフィッティング結果． 本図は英国王立化学会の許

可を得て文献[30]から引用した． 
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おいて，正の指数𝜒𝜒𝜒𝜒を用いて⟨𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿⟩ ∼ 𝑁𝑁𝑁𝑁−𝜒𝜒𝜒𝜒という冪的な依存性を示すことがわかっている． 換言すると，熱力

学的極限では無限小の歪みの下で塑性変形が発生すると期待される． この意味では静止状態・定常状態双方

が限界安定性を示すが，我々の結果はひずみに誘起され観察される塑性変形の空間構造は system-spanning な

性質の有無の観点で定性的に異なることを示している． 2.3 節で言及した𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴 ≥ 𝛥𝛥𝛥𝛥𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴
replicaという関係を考慮

すると，これは定常状態のみが Gardner 相の必要条件を満たすことを意味する． もし，この観測結果が真に

有限次元の LJガラス系でのせん断誘起 Gardner 転移[39]を意味するならば，上述の 2つの限界安定性，つま

り⟨𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿𝛿⟩ ∼ 𝑁𝑁𝑁𝑁−𝜒𝜒𝜒𝜒というスケーリングの成立と Gardner 相に関連した臨界性は異なる機構で発現することになる． 

こうした描像は非 Debye則と Gardner相についての数々の先行研究とも整合的である：前者は普遍的に様々な

系で観察されることが確立されている[11–16]一方，後者は限定的な状況でしか確認されていない[22–27]． 

そのため，有限次元系において限界安定性に言及する際は，より具体的に限界安定性のうちのどういった側

面かを明確にする必要がある． 過去の文献ではこうした区別を怠ったため，表面上の様々な矛盾[6,7,22–

26,28,29,40–48]が存在するように見えてしまっていた． 

 

4. まとめ 

本研究では準静的せん断下の二次元 Lennard-Jonesガラス系を対象に，塑性変形によって遷移する二状態間の

平均相対二乗変位を解析した． 特に，サンプルにせん断を印加しはじめて初めに観察される塑性変形のみを

集めた静止状態アンサンブルと，定常状態で観察される塑性変形のみを集めた定常状態アンサンブルという，

異なる 2 つのアンサンブルで，相対二乗変位が示すゆらぎから定義した感受率𝜒𝜒𝜒𝜒𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴の比較を行った． 静止状

態では𝜒𝜒𝜒𝜒𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴𝐴のシステムサイズ依存性が対数発散を示すのに対し，定常状態では冪発散となった． 前者は二次

元系特有の歪み場の長距離相関に起因した自明な発散であるが，後者は臨界的な性質を反映している． せん

断下で観察される塑性変形がサブベイスン間の（あるいは稀にメタベイスン間の）状態遷移に対応すること

を考えると，準静的せん断によって非平衡定常状態に駆動されたゼロ温度ガラスが持つポテンシャルエネル

ギー地形は Gardner 相と定性的に似た臨界性を示すと解釈できる． 本研究での検討はエネルギー地形を直接

観測しているわけではないため，必要十分条件の検証にはいたっておらず，Gardner 相とは異なる性質に起因

した臨界性が現れている可能性も否定できない． しかし，本研究結果はなぜ有限次元の静止状態では

Gardner 相の実現が極めて困難なのかについて解き明かすための新たな道筋を照らすものと期待している． 

例えば系がせん断下でどのように臨界性を獲得するかといった観点でのアプローチが重要な未解明問題であ

る． 
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