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背景
量子情報理論を理解するうえで 量子i i d 状態に関•量子情報理論を理解するうえで、量子i.i.d.状態に関
する極限式が重要である

•量子i i d 状態のシミュレ ションは計算時間の観点•量子i.i.d.状態のシミュレーションは計算時間の観点
から、従来、不可能であると考えられてきた

•数学の表現論におけるテンソル積の既約分解を用•数学の表現論におけるテンソル積の既約分解を用
いたアルゴリズムが長岡[1]によって提案された
これを用いると 指数的な問題が多項式オ ダ にこれを用いると、指数的な問題が多項式オーダーに
変わる

目的
既に極限値が分かっている問題の数値的特性の•既に極限値が分かっている問題の数値的特性の
理解を深める

•未知の問題の理論式予測に活用できるようにする
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•未知の問題の理論式予測に活用できるようにする



量子力学の基礎

は量子状態

（半正定値）（密度行列）

（半正定値）は測定

状態 のもとで測定 を行う状態 のもとで測定 を行う

測定値 が得られる確率測定値 が得られる確率
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数学的準備
: エルミート行列

： の固有値： の固有値

の固有ベクトル

のスペクトル分解

： の固有ベクトル

の正部分の台への

のスペクトル分解

（ここで、＊は共役転置）

の正部分の台への

射影子

つまり、 の正固有値に対応する固有ベクトル空間の直和への射影

の組は測定である
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と のテンソル積と のテンソル積

：量子状態 は量子状態であるは量子状態である
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量子仮説検定（２状態識別）仮説検定（ 識別）

：２×２の密度行列とする

本発表では、密度行列は２×２サイズのものしか扱わ
ないない

２つの２×２の密度行列に対しては、実対称行列に
限って良い

or  :  given

限って良い

g
与えられた状態がどちらかを判別する問題を考える

１つだけでは判別しづらいので、 個独立に同じ
状態を用意する
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量子i i d 状態 数学的： 個のテンソル積量子i.i.d.状態 数学的： 個のテンソル積

物理的：各成分の間に相関がない

vs.

R 閾値（パラメ タ）

結局、問題はこうなる：

: 第１種誤り確率

aR ：閾値（パラメータ）

真の状態は だが、誤って と判断する確率

: 第２種誤り確率

確真 態 が と判断する確率真の状態は だが、誤って
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と を入れ替えれば同様なので、以降は に
のみ着目する

の第一指数部

のみ着目する

第２種誤りレート

（以下 極限値と呼ぶ）

Hoeffdingの定理（長岡[2],林 [3]etc.2006）

（以下、極限値と呼ぶ）

ただしただし、

のグラ を描く
は１組固定する

数値計算により
テンソル次数 を大きくして繰り返し、

のグラフを描く
極限値

数値計算により、

への近づき方を見る 9



の既約分解（ブロック対角化）

: ２×２の行列 ブロック行列の直和

基底変換

: 既約成分 同じものは 個

基底変換は によらない 10



の計算方法

基底変換

従って、以下のように、 は既約成分ごとに計算できる
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は実対称行列ということしかわからない

正部分の台への射影子の計算方法

は実対称行列ということしかわからない

よって、固有値 、固有ベクトル を数値的に
計算する

このためには

•全固有値、全固有ベクトルが必要
•固有値の正負を判断するために、絶対値の小さな固有値も
正確に求めたい正確に求めたい

以上の要求から、Jacobi法やQR法が適切

•回転行列を掛け合わせて固有ベクトルを求める

Jacobi法とQR法の共通利点

回転行列を掛け合わ 固有 ク を求
よって、固有ベクトルの直交性が非常に良い 12



固有値解法：(1)Jacobi法
実対称行列: 実対称行列

: 絶対値が最大の非対角成分とする

行目

: 回転行列

P行目

q行目q行目
P列目 q列目

成分を0 にするの 成分を す

これを繰り返して、全ての非対角成分を消していく 対角行列に！
13



固有値解法:(2)Householder QR法

対角行列実対称行列 ３重対角対称行列

Householder法 QR法

対角行列: 実対称行列 : ３重対角対称行列

QR法QR法

とQR分解
と分解と分解

と分解

: 上三角行列: ユニタリ行列ここで、

は対角行列に近づいていく 14



固有値の収束判定

よりも小さくなったら、非対角成分が になったと

：あらかじめ決めておく、小さな値

よりも小さくなったら、非対角成分が になったと
判断して計算を打ち切る

Jacobi法の場合
•非対角成分の最大絶対値

Jacobi法の場合

H h ld QR法の場合

であれば終了

Householder  QR法の場合
•最右下の非対角成分 ＜ 最右下２つの対角成分の和

であれば、最右下隅は収束したと判断して切り離し、行列のサ
イズを１減らす（減次）

•行列のサイズが２より小さくなれば終了
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固有値解法の比較
•計算速度 Jacobi法 ＜ Householder QR法

このため、QR法の方が標準的に用いられるこのため、QR法の方が標準的に用いられる

原点移動：二次方程式の解法を使って 右下の

QR法を高速化する手法

原点移動：二次方程式の解法を使って、右下の
２×２行列の固有値の近似値を得る
減次

•精度 Jacobi法 ＞ Householder  QR法

減次

限界 多倍長演算 必要性
固有値が指数的に減少していく悪条件の行列を扱う

LAPACKの限界、多倍長演算の必要性

そのため、LAPACK（QR法）では 程度までし
か誤差なく計算できない

16よって、多倍長演算が必要になる



線形代数ライブラリ・
並列化について
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線形代数ライブラリ
i 2（C テンプレ トライブラリ）Eigen2（C++テンプレートライブラリ）

• ベクトル化に対応 BLAS, ATLASに匹敵する性能！

などに似た行列演算の表記が可能• MATLABなどに似た行列演算の表記が可能

（例） MatrixXd a(3,3), b(3,3); 倍精度型の３×３行列a,bを宣言

行 と行 乗算MatrixXd c = a*b; 行列aと行列bの乗算

MatrixXd d=a.part<LowerTriangular>().square().sum(); 

aの下三角部分の２乗和を求める

• 範囲外の添字によるアクセスを確実に検出 デバッグが容易に！

多倍長ライブラリ exflib（並列化対応した多倍長ライブラリ）

この２つを組み合わせ、多倍長型を成分に持つ行列を扱えるように

した。多倍長型の行列でもベクトル化の効果が現れるのかは疑問
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並列化
•各既約成分に対する処理は独立

MPIによるプロセス単位の並列化

•各プロセスが担当する既約成分たちはいつも同じにする

MPIによるプロセス単位の並列化

•メモリ使用量・計算量ともに均一になるように 担当する

と の既約成分は一度だけ計算すればよい

（例）テン ル次数 の場合

•メモリ使用量・計算量ともに均 になるように、担当する
既約成分を決める

既約成分の番号

（例）テンソル次数 の場合

既約成分の番号

対応する既約成分の次元
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並列化： と の既約成分の格納方式n n

０ ７ １０ … ４９

１０１

行列クラスへのポインタの配列

番号は
３次８７ ８１１０１

次元 既約成分の番号

行列クラスへのポインタの配列１ ４ １１ ５０

３次
元

８７
次元

８１
次元

９９
次

行列クラスへのポインタの配列１ ４ １１ … ５０

９３
１

次元
７９

次次元

行列クラスへのポインタの配列２ ５ ８ … ／

次元
次元

次元

９７
次元

９１
次元

８５
次元

行列クラスへのポインタの配列３ ６ ９ … ４８

８９ ８９
９５

次元

８９
次元

８９
次元 ５

次元

８３
次元 20



並列化：計算結果の集約

閾値 を変えて、以下を繰り返す 既約成分の寄
与として出力

０ ７ １０ ４９

MPI_Gather

与として出力
既約成分ごとに誤り確率の計算

０ ７ １０ … ４９

０ １ … ５０
１ ４ １１ … ５０

２ ５ ８ ／

総和をとる

２ ５ ８ … ／

３ ６ ９ … ４８

総和をとる

n/プロセス数繰り返し数

第二種誤りレート

n/プロセス数
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誤り確率の計算への適用結果誤り確率の計算 の適用結果
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東大HA8000による
32ノード×4コア＝128プロセス

Jacobi法 （倍精度）

0 14

 0.16
ア

n=500( )
既約成分の計算時間：0.135秒
固有値分解 時間 分

n=500( )
既約成分の計算時間：0.135秒
固有値分解 時間 分

 0.12

 0.14

600( )

固有値分解の時間：23.8分 固有値分解の時間：154分

 0.1er
ro

r)

n=600( )
既約成分の計算時間：0.243秒
固有値分解の時間：６時間
時間制限のため 途中まで

 0.08

1/
n 

lo
g(

2n
d 時間制限のため、途中まで

極限値

 0.06

-

800( )

極限値

 0.04

n=800(                          )
既約成分の計算時間：0.999秒
固有値分解の時間：１２時間
時間制限のため 途中まで極限値を下回っている！

 0.02
-0.1 -0.05  0  0.05  0.1

a

時間制限のため、途中まで

それぞれ２１点をプロット（スプラインなし）

極限値を下回っている！
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Jacobi法による結果

• が大きくなると、極限値に上から近づくことがわ
かっている

下回る現象は が甘いと ろで起 ている

かっている
よって、下回っている箇所は数値誤差が原因である

下回る現象は が甘いところで起こっている
•誤差なく計算するには、 をテンソル次数に応じて変
える必要があるえる必要がある

J bi法は計算時間 誤差の観点から見て 倍精度で•Jacobi法は計算時間・誤差の観点から見て、倍精度で
は くらいが限界

•Jacobi法を多倍長で行うと、大きな でも正確な結果
が出るが、収束に時間がかかるので用いない

24



 0.45

QR法 テンソル次数

 0.4

0.3

 0.35

 0.25

0.3

2n
d 

er
ro

r) n=300  QR法
（多倍長40桁、 ）
パ

極限値

0 15

 0.2

-1
/n

 lo
g(

2 パソコン
14コア,128プロセス
既約成分の計算時間：5.63秒

下回っている！

 0.1

 0.15
固有値分解の時間：3548秒

300 QR法
 0.05

n=300  QR法
LAPACK dsyev関数
パソコン 逐次計算

0
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1  0  0.1  0.2  0.3  0.4

aそれぞれ8１点をプロット（スプラインなし）
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QR法 テンソル次数

n=1600  QR法
（多倍長80桁、 ）
東大HA8000東大HA8000
64ノード, 16コア/ノード,1024プロセス

極限値

極限値を下回っている！
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QR法による結果

•多倍長のQR法を用いると、n=300程度はパソコンで
計算できる

•倍精度では、Jacobi法の方が時間はかかるが精度は
良い

•スパコンを用いると、n=1600程度まで計算できる
•n=1600のとき、桁数が少ないため、極限値を下回る
誤差が生じている

•n=2000で、使用メモリが限度の28GBを超えてしまう
現状の対策：既約成分の保存をやめる

１ノードあたりの使用コア数を減らす
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まとめ
•既約成分の計算はすでに高速化した

•ほとんどの計算時間は固有値分解が占める

•Jacobi法は繰り返し回数が多い（n=600が限界）
そのため 特に が大きい時は h ld 法で

ほとんどの計算時間は固有値分解が占める

そのため、特にnが大きい時はHouseholder  QR法で
計算したい

•nが大きくなるほど、Householder  QR法のうち三重対
角化の占める時間が多くなる

•n=2000で、使用メモリが限度の28GBを超えてしまう
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今後の課題

•誤差の詳細な考察

できるだけ少ない多倍長桁数で誤差なく計算を行え•できるだけ少ない多倍長桁数で誤差なく計算を行え
るようにする
•三重対角化の単体高速化 スレッド並列化•三重対角化の単体高速化・スレッド並列化
•全体でスレッド並列化も加えてハイブリッド並列化
•他の固有値解法の適用•他の固有値解法の適用
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