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100 ナノ量子電気伝導計算むけの並列量子波束ダイナミクス

ソルバー開発 

井町宏人 

鳥取大学 

 

１．はじめに 

 フレキシブルデバイスなどに豊富な応用をもつ有機半導体材料のシミュレーションには，100

ナノメートルスケールの非理想構造計算が必要となる。本稿では量子ダイナミクス法による有

機高分子系の量子電気伝導計算と，その並列実装の性能評価を示す。 

量子電気伝導の支配方程式は時間依存 Schrodinger 型方程式 

 𝑖𝜓̇ = 𝐻(𝑡)𝜓    (1) 

である。ここで 𝜓(𝑡) ∈ 𝑪𝑚 は電子波束の状態ベクトルであり，𝐻(𝑡) ∈ 𝑹𝑚×𝑚はハミルトニアン

行列と呼ばれる実対称疎行列である。𝐻(𝑡) はその時刻の原子構造から決定され，行列次元 𝑚 

はほぼ系の原子数 𝑀 に比例する。時間依存 Schrodinger 型方程式を解いて電子波束の時間発

展を求め，種々の物理量を得る手法を量子ダイナミクス法と呼ぶ。100 ナノメートルスケール

系を扱う場合原子数は 𝑀 = 108 のオーダーに及び，また量子ダイナミクス法による伝導性能

の算出のためには 104 時間ステップ以上の長時間のシミュレーションが必要となるため，ソ

ルバーには高い並列性能が要求される。 

 本稿では，原子構造を決定する量子 MD の計算およびハミルトニアン行列 𝐻(𝑡) の生成には，

独自開発の超並列電子状態計算コード ELSES [1,2,3,4] を用いる。ELSES は原子数 𝑀 に比例

する計算量で実行可能な量子 MD アルゴリズムを実装しており，「京」コンピューター全 

(82,994) ノードまでの高い強スケーリング性能の実績がある[5]。その際の MD 計算速度は「京」

コンピューター 1 計算ノードあたり 500 原子において， 1 MD 時間ステップあたり 10 秒程

度であった。一般に，原子の動きを追跡する MD の時間ステップ幅に比べて，電子波束計算の

時間ステップ幅はより小さく取らなければならない。本稿ではその比を 1/10 として，量子 MD 

の計算時間と同程度，すなわち 1 (電子)時間ステップあたり 1 秒を量子ダイナミクス法の計

算速度の目標値とする。 

 なお，本来は時間依存 Schrodinger 型方程式は重なり行列と呼ばれる正定値実対称行列 𝑆 

を用いて 

 𝑖𝑆(𝑡)𝜓̇ = 𝐻(𝑡)𝜓 

と書かれるが，本稿では簡単のため 𝑆 = 𝐼 として扱う。𝑆 はもともと単位行列に近く，正定値

対称であるという性質があるため，方程式の性質は大きく変化しない。また，本稿の内容は 3.3 

節を除き 𝑆 ≠ 𝐼 の場合にも直接適用可能である。 

 

２．時間発展計算の連立一次方程式への帰着 

本稿では(1)式の時間発展計算を行うために，Crank-Nicolson 法による離散化を行う [6]。

すなわち，時刻 𝑡 において，時間刻み幅 𝛥𝑡 に対して 
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 𝜓(𝑡 + 𝛥𝑡) − 𝜓(𝑡) =
𝛥𝑡

2
{𝐻(𝑡 + Δ𝑡)𝜓(𝑡 + Δ𝑡) + 𝐻(𝑡)𝜓(𝑡)} 

とする。1 時間ステップで行うべき計算を整理すると， 

 𝜓(𝑡 + 𝛥𝑡) = {𝐼 +
𝑖𝛥𝑡

2
𝐻(𝑡 + 𝛥𝑡)}

−1
{𝐼 −

𝑖Δ𝑡

2
𝐻(𝑡)} 𝜓(𝑡) 

である。この離散化は，𝐻 が時間に依存しない場合に限り，時間 2次精度となり，またノルム

‖𝜓(𝑡)‖2 が時間に対して保存されるという優れた性質を持つ。ノルム保存性は物理的な意味の

ある要請であり，それが離散化後も保たれていることは本質的に重要である。元の方程式 (1)

がノルム保存性を持つことは 𝐻 の実対称性から従う性質であり， 

 
𝑑

𝑑𝑡
‖𝜓(𝑡)‖2

2 =
𝑑𝜓†(𝑡)

𝑑𝑡
𝜓(𝑡) + 𝜓†(𝑡)

𝑑𝜓(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑖𝜓†(𝑡)𝐻(𝑡)𝜓(𝑡) − 𝑖𝜓†(𝑡)𝐻(𝑡)𝜓(𝑡) = 0 

で確認できる。 

本稿の設定では  𝐻 は時間依存のためこれらの性質は満たされないが，実際には 𝐻 の時間変

化は緩やかなため Crank-Nicolson 法は有力な解法である。この離散化によって解法は陰解法

となり，計算量の大半は，連立一次方程式 

 𝐴𝑥 = 𝑏    (2) 

を解く部分が占める。ここで， 

 𝐴 = 𝐼 +
𝑖𝛥𝑡

2
𝐻(𝑡 + 𝛥𝑡), 𝑥 =  𝜓(𝑡 + 𝛥𝑡), 𝑏 =  {𝐼 −

𝑖Δ𝑡

2
𝐻(𝑡)} 𝜓(𝑡) 

である。 

 係数行列 𝐴 は複素であるが，𝐻 は実であるという構造を持つため一つの複素行列として扱

うのは無駄が大きい。そのため，以降は複素連立一次方程式 (2) を実部と虚部に分け，𝑛 = 2𝑚 

次元の実連立一次方程式として扱う。その際係数行列 𝐴 は，複素ベクトル 𝑥, 𝑏 を 𝑥 → 𝑥 +

𝑖𝑦, 𝑏 → 𝑏 + 𝑖𝑐 と書き直して， 

 {𝐼 +
𝑖𝛥𝑡

2
𝐻(𝑡 + 𝛥𝑡)} (𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝑏 + 𝑖𝑐 

 (𝑥 −
Δ𝑡

2
𝐻(𝑡 + 𝛥𝑡)𝑦) + 𝑖 (𝑦 +

Δ𝑡

2
𝐻(𝑡 + 𝛥𝑡)𝑥) = 𝑏 + 𝑖𝑐 

より 

 𝐴 = (
𝐼 −

𝛥𝑡

2
𝐻(𝑡 + Δ𝑡)

Δ𝑡

2
𝐻(𝑡 + Δ𝑡) 𝐼

) 

と書ける。こうすることで，一つの複素行列として扱った場合に比べて，行列ベクトル積の計

算量を約半分にできる。前述の通り 𝐻(𝑡) は疎行列であり，時間的に緩やかに変化する。以下

では，これらの性質を利用して，連立一次方程式を高速に解く方法を検討する。 

 

３．連立一次方程式の前処理付き反復解法と並列実装 

３．１． 前処理付き GMRES 法 

本稿では非対称疎行列 𝐴 を係数行列とする連立一次方程式の求解に，広く採用されている

手法である前処理付き GMRES 法を用いる。左前処理行列 𝑃 を用いた GMRES アルゴリズムは

以下の通りである[8]。内積を (・,・) で表記する。 
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Algorithm (Left-Preconditioned GMRES) 

1. 初期解 𝑥0 を選び，𝑟0 ≔ 𝑃(𝑏 − 𝐴𝑥0), 𝛽 ≔ ‖𝑟0‖2, 𝑣1 ≔ 𝑟0 / 𝛽 とする。 

2. For 𝑗 = 1, … , 𝑚 do 

3.     𝑤 ≔ 𝑃𝐴𝑣𝑗 

4.     For 𝑖 = 1, … , 𝑗 do 

5.         ℎ𝑖,𝑗 ≔ (𝑤, 𝑣𝑖) 

6.         𝑤 ≔ 𝑤 − ℎ𝑖,𝑗𝑣𝑖 

7.     End For 

8.     ℎ𝑗+1,𝑗 ≔ ‖𝑤‖2, 𝑣𝑗+1 ≔ 𝑤/ℎ𝑗+1,𝑗 

9. End For 

10. 𝑉𝑚 ≔ [𝑣1, … , 𝑣𝑚], 𝐻̅𝑚 ≔ {ℎ𝑖,𝑗}
1≤𝑖≤𝑗+1,1≤𝑗≤𝑚

 

11. 𝑦𝑚 ≔ argmin𝑦‖𝛽𝑒1 − 𝐻̅𝑚𝑦‖2, 𝑥𝑚 ≔ 𝑥0 + 𝑉𝑚𝑦𝑚 とし，𝑥𝑚 を解とする。 

 

ここで，𝑒1 ∈ 𝑹𝑚+1 は第 1要素のみが 1 で他が 0 であるベクトルである。上記アルゴリズムで

は反復回数 𝑚 は固定回数のように書かれているが，実際には 𝑚 は固定ではなく，残差ノル

ム等で収束と判定した時点で反復を停止させることが可能である。 

連立一次方程式の数値解法の性能は，しばしば前処理の選択に大きく依存する。扱う問題・

計算機環境に合わせた前処理の設計が重要である。前処理の追加による総計算コストの増減は

次のようにまとめられる; 

1. 前処理行列 𝑃 の計算のためのコスト増加， 

2. 前処理行列 𝑃 との疎行列ベクトル積を追加することによるコスト増加， 

3. 反復回数 𝑚 の減少によるコスト減少。 

本稿の問題設定では係数行列 𝐴 が時間的に緩やかに変化する複数の連立一次方程式を解くの

で，再利用可能な前処理の場合，時間ステップ数が大きくなるほど 1.のコスト増加分の重みは

小さくなる。一方，2.と 3.のコスト変化分は時間ステップ数の増大の影響を受けづらい。2.に

ついて，疎行列ベクトル積の計算量は疎行列の非ゼロ要素数に比例する。また，3.について，

反復解法の反復回数は係数行列の条件数が小さいほど少なくなる。以上から，非ゼロ要素数が

小さく，前処理後の係数行列 𝑃𝐴 の条件数がなるべく小さくなるような前処理行列 𝑃 を見つ

ける必要がある。 

 

３．２． 近似逆行列前処理 

並列化に適した前処理手法として，近似逆行列 (AINV, Approximate Inverse) 前処理が挙

げられる [8]。これはまず，前処理後の係数行列の条件数をなるべく小さくするという要請を，

目的関数 

 𝐹(𝑃) = ‖𝐼 − 𝐴𝑃‖𝐹
2 

の最小化として定式化する。これを近似的に解く方法は様々であるが，ここではフロベニウス

ノルムを列ごとに分解することで 

 𝐹(𝑃) = ∑ ‖𝑒𝑗 − 𝐴𝑝𝑗‖𝑛
𝑗=1 2

2
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と変形し，列のインデックス 𝑗 ごとに連立一次方程式 𝐴𝑝𝑗 = 𝑒𝑗 を近似的に解くことで，前処

理行列 𝑃 = [𝑝1, … , 𝑝𝑛] とする (列ベクトル形式の AINV 前処理)。ただし，この連立一次方程

式 1 本を解くのに 𝑂(𝑛) の計算量をかけると全体として 𝑂(𝑛2) の計算量となり，元の問題の

計算量を上回ってしまう。このため，それぞれの連立一次方程式は行列だけでなくベクトルに

ついても疎性を利用して解く必要がある。ベクトルの疎性を保つため，反復の初期解は疎とし，

反復ごとに絶対値の小さい要素を 0に置き換える操作 (numerical dropping) を行う。 

 列ベクトル形式の AINV 前処理行列は，列のインデックス 𝑗 ごとに独立に計算可能なため，

並列計算に向いている。現実的な設定では 𝑛 ≫ (総並列スレッド数) であるため，理想的な並

列化が可能である。また，一度計算した AINV 前処理行列は，数値的に近い係数行列に対して

再利用が可能である。これは，現在の「係数行列 𝐴 が時間的に緩やかに変化する複数の連立

一次方程式を解く」という問題設定において非常に有効に働く。𝐴 が前処理行列を作成した時

点での値からずれるに従って前処理行列の質が相対的に悪化し，反復回数が増加した際は，適

当な時点で前処理行列を作り直すことが考えられるが，本稿では実装していない。 

 

３．３． Chebyshev 多項式前処理 

次に，Chebyshev 多項式による前処理について解説する。これは多項式 𝑠 と元の係数行列 𝐴 

を用いて 𝑃 = 𝑠(𝐴) とする，すなわち元の問題 𝐴𝑥 = 𝑏 の代わりに 

 𝑠(𝐴)𝐴𝑥 = 𝑠(𝐴)𝑏 

を解くものである。ここで，𝑠(𝐴) と 𝐴 は交換することに注意する。前処理後の係数行列 𝑠(𝐴)𝐴 

の条件数を最小にする 𝑘 次多項式 𝑠 は次で定まる。 

 Find 𝑠 ∈ 𝑃𝑘 that minimizes max𝜆∈𝜎(𝐴)|1 − 𝜆𝑠(𝜆)| 

ここで 𝑃𝑘 は 𝑘 次までの多項式全体，𝜎(𝐴) は 𝐴 の固有値全体の集合である。しかし，これ

は 𝐴 の固有値全体を求める部分で元の問題よりも難しい問題を解いているため，不適切であ

る。代わりに，λ の動く範囲を 𝜎(𝐴) を包含する領域 𝐸 に置き換えて， 

 Find 𝑠 ∈ 𝑃𝑘 that minimizes max𝜆∈𝐸|1 − 𝜆𝑠(𝜆)| 

を解くことにする。𝐸 は 𝜎(𝐴) になるべく近いことが望ましい。𝐸 を複素平面上の楕円に取っ

たとき，この最小化問題の解は Chebyshev 多項式によって与えられ，行列ベクトル積 𝑠(𝐴)𝑥 

は 𝑘 回までの 𝐴 との疎行列ベクトル積を通じて効率的に計算可能である。詳細は文献 [8] 

に譲る。 

現在扱っている係数行列 𝐴 のブロック構造に着目すると，𝐵 ≔ −
𝛥𝑡

2
𝐻(𝑡 + 𝛥𝑡) として， 

 det(𝜆𝐼 − 𝐴) = det (
(𝜆 − 1)𝐼 −𝐵

𝐵 (𝜆 − 1)𝐼
) = det {(λ − 1)2𝐼 + 𝐵2}  

であるから，𝐴 の固有値は 𝐵 の固有値 𝜆𝑗 (𝑗 = 1, … , 𝑚) ∈ 𝑹 を用いて 1 ± 𝑖𝜆𝑗 と書ける。𝐵 の

固有値の存在範囲も系が定まれば精度よく推定可能なので (小さな部分系について固有値問題

を実際に解いてみてもよい)，𝐴 の固有値は 1 から虚軸方向に，ある推定可能な範囲だけ移動

したうちに入っている。これを利用して，𝜎(𝐴) を精度よく近似する楕円領域 𝐸 を決めること

ができる (図 1)。 

 Chebyshev 多項式による前処理は，前処理行列の事前計算が必要なく，係数行列 𝐴  とその

固有値分布を包含する楕円領域 𝐸 のみの情報から適用できる。このため，係数行列が緩やか

に変化する場合，固有値分布も緩やかに変化すると考えられるので，再利用が可能である。𝑘 次
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多項式の前処理を利用する場合，疎行列ベクトル積の回数で計算量を見積もると，「2. 前処理

行列 𝑃 との疎行列ベクトル積を追加することによるコスト」が 𝑘 + 1 倍になるので，3. の反

復回数 𝑚 が 𝑘 + 1 分の 1 以下になる場合に意味を持つ。  

 

 

図 1: 複素平面上の，係数行列 𝐴 の固有値(×印)と，それを包含する楕円(点線)。 

 

３．３． FX10 における並列実装 

以下，並列実装の詳細について説明する。並列化は FX10 上で行った。FX10 は 16 コアの

SPARC64 IXfx CPU 1 つを 1 ノードとし，ノード間を Tofu インターコネクトで接続したスー

パーコンピューターである。本稿ではプログラミング言語に Fortran を用い，ノード間の並列

化を MPI で，ノード内の並列化を OpenMP で行った。以降，ノード数 (= MPI プロセス数)を𝑃𝑁，

コア数 (= OpenMP スレッド数) を 𝑃𝑇 (= 16) で表記する。 

並列実装の単純化のため，主反復 (GMRES 法) においては，疎行列形式には Coordinate list 

(COO) 形式を採用した。一方，AINV 前処理行列の生成のための連立一次方程式を解く部分では，

疎行列-疎ベクトル積を効率的に行うため，疎行列は疎な列ベクトルを並べた形式で表現した。 

AINV 前処理においては 𝑛 本の連立一次方程式を 𝑃𝑁 × 𝑃𝑇 個のスレッドに均等に振り分け，

各々は非並列で解いた。前述の通り，各々が独立であるため通信が発生せず，現実的には 

𝑛 ≫  𝑃𝑁 × 𝑃𝑇 が満たされるため，理想的な並列化が可能である。 

 主反復においては COO 形式の疎行列 𝐴 とベクトル 𝑥 の疎行列ベクトル積 

 

1. 𝑦(: ) = 0 

2. For 𝑘 = 1, … , 𝐴. 𝑛𝑛𝑧 do 

3.     𝑖 = 𝐴. 𝑖𝑠(𝑘) 

4.     𝑗 = 𝐴. 𝑗𝑠(𝑘) 

5.     𝑎 = 𝐴. 𝑣𝑎𝑙𝑠(𝑘) 

6.     𝑦(𝑖) += 𝑎・𝑥(𝑗) 

7. End For 
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に対し，インデックスの範囲 𝑘 = 1, … , 𝐴. 𝑛𝑛𝑧 を 𝑃𝑁 × 𝑃𝑇 個に均等に分割する単純な並列化を

行った。ここで 𝐴. 𝑛𝑛𝑧 は 𝐴 の非ゼロ要素数である。実装の簡単のため，それ以外の部分は非

並列である。 

 また，入力は大規模な行列データとなるので，全行列データを単一のノードが読み込み，そ

れを各ノードに分配するという実装だと，読み込みがボトルネックになる可能性がある。そこ

で，代表的な疎行列データ形式である MatrixMarket 形式 [9] をベースに，複数ファイルに分

割可能にした行列データ形式とその並列入出力ルーチンを実装した。また，高速化のため，デ

ータはバイナリ形式とした。FX10 のエンディアンはビッグエンディアンであるため，リトルエ

ンディアンの環境で作成した行列データはそのままでは非互換になってしまうが，以下のエン

ディアンを強制する open 命令， 

 

open(file=path, unit=i, access="stream", form="unformatted", convert="little_endian") 

 

は FX10 の Fortran コンパイラでも有効だったため，これを利用した。 

 

４．数値実験 

 高分子系の量子電気伝導計算の実問題から連続した行列を生成し，それに対して上記の並列

連立一次方程式ソルバーを利用したシミュレーションを適用した。系は高分子材料の一種であ

る poly-(phenylene-ethynylene) (PPE) の一本鎖，12,000 原子である (図 2)。行列次元は 

𝑚 = 35994 (𝑛 = 71988) 次元，非ゼロ要素数は時間ステップによって多少変動するが，約 

1,880,000 個である。 

 

 

 
図 2: (a) poly-(phenylene-ethynylene) (PPE)の構造(一部を拡大)，(b)同化学式。𝑛 は任意

回数の繰り返しを表し，文中で使用している 12,000 原子系では 𝑛 = 1,000 であり，(a)はそ

のうちの 𝑛 = 4 個分を抜き出して拡大したものである。ベンゼン環のつなぎ目では回転が可能

となっている。 

 

PPE に対する量子 MD ・量子波束ダイナミクスの例として[5]，量子電気伝導計算の例として 

[7] が挙げられる。 

 手法の各パラメーターは以下の通りである。全体のシミュレーション時間は 4000 a.u. (≒

100 fsec)，行列の (すなわち MD の) 時間刻み幅は 40 a.u. (≒ 1 fsec)，電子波束の時間刻

み幅は 4 a.u. (≒0.1 fsec)とした。すなわち，10 時間ステップごとに係数行列 𝐴 が時間発
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展し，その間は 𝐴 は一定である。AINV 前処理の numerical dropping のスレッショルド (絶

対値がこの値を下回った疎ベクトルの要素は反復ごとに 0 にする) は 1.0 × 10−2，連立一次

方程式の反復解法の反復回数は 2 回とした。主反復 (GMRES 法) の収束判定基準は残差ノルム 

1.0 × 10−12，最大反復回数 𝑚max は 100 回とした。FX10 の 3 から 48 ノードまでを利用し

て評価を行った。 

なお，この系に対しては， Chebyshev 多項式前処理が前処理なしの解法の計算速度を上回っ

た例がなかったため，以降の結果を省略し，AINV 前処理のみ扱う。 

まず，48 ノード計算における，AINV 前処理行列の計算時間と，1 時間ステップあたりの平

均反復回数，平均計算時間を表 1 にまとめた。AINV 前処理の導入によって反復回数が低下し，

長時間シミュレーションで重要な 1 ステップあたりの平均計算時間は，前処理なしで 3.537 

秒だったのが 0.673 秒と短縮され，目標としていた 1 ステップあたり 1 秒以内の時間発展計

算が実現されていることが分かる。AINV 前処理行列の計算時間は 11.696 秒で，1 ステップあ

たりの平均計算時間の短縮によって得られる全体の計算時間の減少量に比べて十分に小さい。 

 

表 1: AINV 前処理行列の作成時間(Time(AINV))および，AINV 前処理なし/ありによる，1時間

ステップあたりの反復回数(AvgIter(step))・計算時間(AvgTime(step))の変化。Time(AINV) + 

AvgTime(step)× ステップ数が総計算時間となる。 

 Time(AINV) [sec] AvgIter(step) AvgTime(step) [sec] 

前処理なし - 147.777 3.537 

AINV 前処理あり 11.696 47.867 0.673 

 

 

図 3: 行列の時間発展に伴う，AINV 前処理ありでの GMRES 法の反復回数の変化。横軸は時間発

展による行列の番号，縦軸はその時点の行列に対する 10 時間ステップ (本文参照) の時間発

展計算で平均した，GMRES 法の反復回数。 
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図 4: 計算ノード数(横軸)に対する AINV 前処理行列の計算時間(縦軸)の両対数プロット。実線

が実際の計算時間で，破線は理想的な速度向上の傾きを示す。 

 

以下，AINV 前処理について詳細に見ていく。行列の時間発展に伴って，GMRES 法の反復回数

が変化する様子を図 3 に示す。AINV 前処理行列を作成した時点では反復回数が 45 回ほどだっ

たのが，100 番目 (100 fs 経過後) の行列に対しては，50 回強と悪化している。ただし，悪

化速度は非常に緩やかであり，AINV 前処理行列の再利用がうまく働いていることが分かる。 

最後に，AINV 前処理行列計算の強スケーリング性能を図 4に示す。非常に良好なスケーリン

グが実現されている。最大のノード数 𝑃𝑁 = 48 においても，連立一次方程式の総数 𝑛 = 71988 

本は総スレッド数 𝑃𝑁 × 𝑃𝑇 = 768 に比べて十分大きいため，理想的な並列性能が発揮されてい

る。 

 

５．まとめ 

大規模な非理想系に対する量子電気伝導計算を目的とした並列量子ダイナミクスソルバーを

開発した。時間依存 Schrodinger 方程式を Crank-Nicolson 法で離散化することで，係数行列

が緩やかに変化する複数の連立一次方程式に帰着する。これらを連続して解くための，並列前

処理付き反復解法を実装し，FX10 上で性能を確認した。 

今後の展望としては以下が挙げられる。 

本稿での性能評価は比較的小規模な行列を対象としたものに留まったので，100 ナノメート

ルスケールの系から生成される行列 (𝑚 = 108 次元以上) に対する性能評価が必要である。並

列疎行列ベクトル積を始めとする並列反復解法の各部分の最適化は多くの研究があり，ライブ

ラリ実装も数多く存在する。本稿での実装は簡便なものであり，これら既存のライブラリを適

宜活用することで性能の向上が見込める。また，係数行列が緩やかに変化する複数の連立一次

方程式に対して，前処理を(方程式ごとに毎回前処理を作り直すのに比べて低いコストで) 微修
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正しつつ再利用する手法が研究されており[10]，より長時間のシミュレーションにおいては，

それら前処理の修正手法と前処理の作り直しを適切に組み合わせることで，前処理の効果を高

められると考えられる。 

本稿では線形な Schrodinger 方程式とその Crank-Nicolson 法による数値解法を扱ったが，

近い問題設定として，電子波束の自己集中を扱う非線形 Schrodinger 方程式に対しても種々の

数値解法が提案されている。中でも，元の微分方程式のノルム保存性，エネルギー保存性など

の性質を保ったまま離散化を行う構造保存数値解法は有力な解法クラスのひとつである[11, 

12]。それらに現れる連立一次方程式に対しても，本稿で開発した手法は有効であると考えられ，

興味深い適用先である。 

また，本稿で開発したライブラリはインターネット上で公開予定である。その際，前述の

MatrixMarket 形式をベースにしたバイナリデータ形式の並列入出力ルーチン等，同時に開発し

たユーティリティー類も合わせて公開する。 
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